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 قوانين التكامل الأساسية
   න ݐ௡݀ݐ = 1݊ + 1 ௡ାଵݐ +  ܥ

න ݐ√1 ݐ݀ = ݐ√2 +  ܥ

න ݐ1 ݐ݀ = ln ݐ +  ܥ

න ݁௫ ݔ݀ = ݁௫ +  ܥ

න ܽ௫ ݔ݀ = 1ln ܽ ܽ௫ +  ܥ

න 1√ܽଶ − ଶݐ ݐ݀ = sinିଵ ݐܽ +  ܥ

න 1ܽଶ + ଶݐ ݐ݀ = 1ܽ tanିଵ ݐܽ +  ܥ

න ଶݐ√ݐ1 − ܽଶ ݐ݀ = 1ܽ secିଵ ݐܽ
 

න sin ݐ ݐ݀ = − cos ݐ +  ܥ

න cos ݐ ݐ݀  = sin ݐ +  ܥ

න secଶ ݐ ݐ݀  = tan ݐ +  ܥ

න cscଶ ݐ ݐ݀  = − cot ݐ +  ܥ

න sec ݐ tan ݐ ݐ݀  = sec ݐ +  ܥ

න csc ݐ cot ݐ ݐ݀  = − csc ݐ +  ܥ

න tan ݐ ݐ݀  = − ln|cos |ݐ +  ܥ

න cot ݐ ݐ݀  = ln|sin |ݐ +  ܥ

න sec ݐ ݐ݀  = ln|sec ݐ + tan |ݐ +  ܥ

න csc ݐ ݐ݀ = ln|csc ݐ − cot |ݐ +        ܥ

න sinh ݐ ݐ݀  = cosh ݐ +  ܥ

න cosh ݐ ݐ݀  = sinh ݐ +  ܥ

න sechଶ ݐ ݐ݀ = tanh ݐ +  ܥ

න sech ݐ tanh ݐ ݐ݀ = − sech ݐ +  ܥ

න csch ݐ coth ݐ ݐ݀ = − csch ݐ +   ܥ
න cschଶ ݐ ݐ݀ = −coth ݐ +              ܥ
 



 

 3P     (28)   8.5   Strategy For Integration                  65168855حسام غانم                                                

 

 

 

 

 

  

 مسائل التكامل

  دالة مضروبة
  في مشتقتھا

 
حدد الدالة وحدد مشتقتھا ثم
 ݐ افرض أن الدالة تساوي
  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على 
1مثال أنظر   

  قوس مرفوع لأس
  مضروب في

مشتقة ما داخل 
  القوس

 
افرض أن ما بداخل القوس

 ݐ يساوي
  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على 

2أنظر مثال   

  كسر بسط ومقام
 مشتقة المقام تساوي البسط

ثم اشتق    ݐأفرض أن المقام يساوي
  فتكون ھي البسط ݐ݀لتحصل على

3انظر مثال 

مضروبة في  دالة مثلثيه
  مشتقة الزاوية

ثم اشتق    ݐأفرض أن الزاوية تساوي
   ݐ݀لتحصل على

4انظر مثال 

  ثابت مرفوع لأس متغير
مضروب في مشتقة ھذا الأس

ثم اشتق    ݐأفرض أن الأس يساوي
   ݐ݀لتحصل على

6و  5انظر مثالين 

tanhሺln على الصورةدالة زائدية    ሻݔ
ln  ـإذا اجتمع ال    tanh ـو ال ݔ

  يجب استعمال التعريف
7انظر مثال 

ݐ݀ =  ݔ݀ ݔ2

ܫ = න 1√ݔ − ସݔ ݐ ݔ݀ = 1 − ݐ݀     ସݔ =  ݔଷ݀ݔ4−

∴ ݐ݀ = ܫ ݔ݀ ݔ2 = 12 න 1√1 − ଶݐ = ݐ݀ 12 sinିଵ ݐ + C= 12 sinିଵ ଶݔ + C 

  نصف الأس
إذا الإجراءات السابقة لم 
بنصف ݐخذ   ݐ݀ولم تجد  ݐتعطي حل بمعنى انك أخذت

  الأس مثلا 
ݐإذا أخذت  =     ସݔ

ݐ݀ولم تجد  =  ݔ݀ ଷݔ4
  فإختار

ݐ  =   ଶݔ

 مثال

 ଷݔھنا لا يوجد بالمسألة
ݐ نصف الأس  ولذلك نأخذ =    ଶݔ
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Example 1 Example 2 Example 3 Example 4 

න ݔ sin ଶݔ ሺ1 + cos ݑ ݔଶሻ݀ݔ =  1 + cos ݑ݀          ଶݔ =  − sin ଶݔ 12−     ݔ݀ݔ2 ݑ݀  = ݔ sin ଶݔ ܫ ݔ݀  = නሺ1 + cos ଶሻݔ ∙ ݔ sin ଶݔ = ݔ݀  −12 න ݑ݀  ݑ =  −12 ∙ 12 ଶݑ + ܿ = =  −14  ሺ1 + cos ଶሻଶݔ + ܿ 

න ଷݔ1 ൬1 + ଶ൰ହଷݔ1 ݑ ݔ݀ =  1 + ଶݔ1 ݑ        = 1 + ݑ݀   ଶିݔ = −  ݔ݀ ଷିݔ2−  12 ݑ݀  = ଷݔ1   ݔ݀ 

ܫ  = න ൬1 + ଶ൰ହଷݔ1 ∙ ଷݔ1 =   ݔ݀  −12  න ݑ݀ ହଷݑ = −12  ∙ ଷ଼ݑ 38   + ܿ
    = −316 ൬1 + ଶ൰ଷ଼ݔ1 + ܿ 
 

න ݁௫ + ݁ି௫݁௫ − ݁ି௫ ܫ ݔ݀ = න ݁௫ + ݁ି௫݁௫ − ݁ି௫  ݔ݀

ݑ                =  ݁௫ − ݁ି௫  ݀ݑ = ሺ݁௫ + ݁ି௫ሻ݀ܫ ݔ = න 1݁௫ − ݁ି௫ ∙ ሺ݁௫ + ݁ି௫ሻ݀ܫ      ݔ =  න ݑ1 ݑ݀  =  ln|ݑ| + ܿ 

ܫ     = ln|݁௫ − ݁ି௫| + ܿ 
 
 

න sin ଶయݔ√యݔ√ ݑ ݔ݀ = యݔ√  ݑ                   = ݔ ଵଷ   ݀ݑ = ଶଷିݔ 13  ݑ3݀ ݔ݀  = ଶయݔ√1  ܫ  ݔ݀   =  න sin యݔ√ ∙ ଶయݔ√1 =     ݔ݀ 3 න sin =      ݑ݀ ݑ  −3 cos ݑ  + ܿ = −3 cos యݔ√ + ܿ 
 

Example 5 Example 6 Example 7 

න 5ୡ୭୲ ௫sinଶ ݔ ݑ ݔ݀ =  cot ݔ ݑ݀           =  − cscଶ ݑ݀−                          ݔ݀ ݔ =  1sinଶ ݔ ܫ    ݔ݀  =  න 5ୡ୭୲ ௫ ∙ 1sinଶ ݔ =       ݔ݀  − න 5௨ ݑ݀  =  −5௨ ∙ 1ln 5 + ܿ       =  −5ୡ୭୲ ௫  ∙  1ln 5 + ܿ 
 

න 2ି௫6௫݀2ି ݔ௫ 6௫ =  ൬12൰௫ 6௫ =  ൬62൰௫ = 3௫  
ܫ                = ׬  2ି௫ 6௫ ݀ݔ =  න 3௫ ݀ݔ = 1ln 3 ∙ 3௫ +  ܿ 

 

ܫܫ = න ݔ tanhሺln ሻݔ ݔ݀  = න ݔ ݁୪୬ ௫ − ݁ି ୪୬ ௫݁୪୬ ௫ + ݁ି ୪୬ ௫ =   ݔ݀  න ݔ ቌݔ − ݔݔ1 − ቍݔ1  ݔ݀ 

   =  න ݔ ቆݔଶ − ଶݔ1 + 1ቇ ݔ݀  = න ݔ ቆݔଶ + 1 − ଶݔ2 + 1 ቇ =    ݔ݀   න ݔ ቆݔଶ + ଶݔ1 + 1 − ଶݔ2 + 1ቇ ݔ݀  =  න ݔ ൬1 − ଶݔ2 + 1൰ =     ݔ݀  න ݔ − ଶݔݔ2 + 1 ݔ݀  =  12 ଶݔ − lnሺݔଶ + 1ሻ + ܿ 
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Integration by parts 
න  مثل) بشرط أن لا يكون أحداھما مشتقة الأخرى (  مل حاصل ضرب دالتين االتكامل   يستخدم عندما يكون مطلوب تك ݔ݀ ௫݁ݔ    ,       න ݔ sin ݔ  ݔ݀ 

න    ن التكامل يحتوي على دوال لا يوجد لھا تكامل مثل ويكأو  secିଵ ݔ2 ݔ න        ,    ݔ݀ ሺlnݔ ሻଶݔ  ݔ݀

 Integration by partsھناك أربع حالات للتكامل   
  الحالة الأولى 

ܫ مثالوفيھا يتم إجراء التكامل مرة واحدة فقط  =  න ݔ sin ݔ ݑ  ݔ݀  = ݒ݀                                      ݔ = ݔ sin ݔ ݑ݀ ݔ݀  = ݒ                                 ݔ݀ = − cos ܫ ݔ = – ݒݑ න ܫ ݑ݀ ݒ = ݔ− cos ݔ + න cos ݔ݀ݔ = ݔ− cos ݔ + sin ݔ + ܿ 

  الحالة الثانية 
ܫ  مثال ଶݔوفيھا يتم إجراء التكامل مرتين وغالبا ما تحتوي على   = න ݑ ݔ݀ ଶ݁ଶ௫ݔ = ݒ݀                                                   ଶݔ = ݁ଶ௫݀ݑ݀ ݔ = ݒ                                           ݔ݀ݔ2 = 12  ݁ଶ௫ ݁ଶ௫ ܫ = – ݒݑ න ܫ  ݑ݀ ݒ = ଶ ݁ଶ௫ݔ 12  − න ݔ ݁ଶ௫ ݀ܫ ݔଵ =  න ݑ ଶ௫݁ ݔ = ݒ݀                                         ݔ = ݁ଶ௫ ݀ݑ ݔ = ݒ                                        ݔ݀ = 12 ݁ଶ௫ ܫଵ = 12 ଶ௫݁ ݔ − 12 න ݁ଶ௫  ݔ݀ 

 

     = ଵଶ ଶ௫݁ ݔ − ଵସ ݁ଶ௫ + ܿଵ ܫ = ଶ ݁ଶ௫ݔ 12 − 12 ଶ௫݁ ݔ + 14 ݁ଶ௫ + ܿ 
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 “ Rotation “الحالة الثالثة 
ܫ   وفيھا يتم إجراء التكامل مرتين و في المرة الثانية يظھر التكامل الأصلي مرة أخرىوفيھا يكون الدالتان لا ينتھيان بعدد ثابت عند الاشتقاق   = න cosh ݔ sin ݔ ݑ ݔ݀  = cosh ݔ ݒ݀                                            = sin ݔ ݑ݀ ݔ݀  = sinh ݔ ݒ                                    ݔ݀  =  − cos ܫ ݔ = – ݒݑ න  ݑ݀ ݒ

ܫ = − cosh ݔ cos ݔ + න sinh ݔ cos ݔ ݔ݀                           → ሺ1ሻ 

ଵܫ = න sinh ݔ cos ݔ ݑ ݔ݀  = sinh ݔ ݒ݀                                            = cos ݔ ݑ݀ ݔ݀ = cosh ݔ ݒ                                           = sin ݔ ଵܫ ݔ݀ = sinh ݔ sin ݔ − න cosh ݔ sin ݔ ଵܫ ݔ݀  = sinh ݔ sin ݔ − →                                                          ܫ  ሺ2ሻ ሺ2ሻ in ሺ1ሻ ܫ =  − cosh ݔ cos ݔ + sinh ݔ sin ݔ − ܫ 2 ܫ  =  sinh ݔ sin ݔ − cosh ݔ cos ݔ + ܿଵ 

ܫ =  12 sinh ݔ sin ݔ − 12 cosh ݔ cos ݔ +  ܥ

  الحالة الرابعة 
  وفيھا يكون المطلوب تكامل دوال ليست في قوانين التكامل مثل                 

                            sinିଵ cosିଵ  ,  ݔ tanିଵ  ,  ݔ secିଵ  , ݔ cscିଵ  ,  ݔ cotିଵ  ,  ݔ ln  ,  ݔ ܫ ݔ = න tanିଵ ݔ ݑ    ݔ݀  = tanିଵ ݔ ݒ݀                                               =  ݔ݀

ݑ݀ = 11 + ଶݔ ݒ                                           ݔ݀  =  ݔ

ܫ = ݒݑ − න  ݑ݀ ݒ

ܫ = tanିଵ ݔ ݔ   − න 11 + ଶݔ ݔ݀  = tanିଵ ݔ ݔ − 12 න 1ݔ2 + ଶݔ ݔ݀  = tanିଵ ݔ ݔ − 12 lnሺ1 + ଶሻݔ + ܿ 
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Trigonometric integrals 
sinملات تحتوي على اأولا تك ݔ  , cos   ݔ

  الحالة الأولى 
sinتحتوي على                   ݔ  , cos sin௠    مرفوعين لأسس على الصورة     ݔ ݔ   , cos௡   حد الأسين فرديأبحيث  ݔ
  الفردي ونحول الباقي للنسبة الأخرىالنسبة ذات الأس نسحب واحد من                 
 :مثال                

Sinଷھنا ا لـ   1 න  ) 3( أس فردي  ذات   ݔ Sinଷ ݔ  cosଶ ݔ  ݔ݀

sinتم سحب   2 Sinଷمن    ݔ sinଶ  فتصبح  ݔ න  ݔ sinଶ ݔ ∙ sin ݔ ∙ cosଶ ݔ  ݔ݀

sinଶتم تحويل    3 ሺ1إلي   ݔ − cosଶ ሻ  නሺ1ݔ − cosଶ ሻݔ cosଶ ݔ  ∙ sin ݔ  ݔ݀

ݐ  استخدم التعويض   4 = cos  ݔ

ݐ݀  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ   5 = − sin ݐ݀− ݐ = sin ݔ  ݔ݀

−  3عوض في التكامل الناتج من الخطوة رقم   6 නሺ1 − ଶݐଶሻݐ  ∙  ݐ݀

  ملحوظات                                
sinإذا كان أسس الـ     -1                             ݔ   , cos   كلاھما فردي نسحب من الأس الأقل  ݔ

               sinସ ݔ = ሺsinଶ ሻଶݔ = ሺ1 − cosଶ   – ሻଶ                         2ݔ
׬    على التكاملات مثل   تسريھذه الطريقة    -3                             cosସ ݔ sin ݔ ݔ݀   , ׬ cosଷ ݔ   أيضا   ݔ݀ 

  الثانيةالحالة 
sinتحتوي على                   ݔ   , cos sin௠    مرفوعين لأسس على الصورة     ݔ ݔ   , cos௡                 كلھما زوجيالأسين بحيث  ݔ
يتم حل التكامل بالاختصارات مستعين بالقوانين الآتية                   sinଶ ݔ + cosଶ ݔ = 1 1 

cosଶ ݔ = 12 ሺ1 + cos  ሻ 2ݔ2

sinଶ ݔ = 12 ሺ1 − cos ሻ 3 sinݔ2 ݔcosଶݔ = sec ݔ tan cos 4 ݔ sinଶݔ ݔ = csc ݔ cot  5 ݔ

sin ݔ2 = 2 sin ݔ cos cos 6 ݔ ݔ2 = cosଶ ݔ − sinଶ cos ݔ ݔ2 = 2 cosଶ ݔ − 1 cos ݔ2 = 1 − 2 sinଶ  ݔ
7 
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secملات تحتوي على اثانيا تك ݔ , tan  ݔ
  الحالة الأولى 

secتحتوي على         tan௡    على الصورة    زوجي مرفوع لأس  ݔ ݔ sec௠   )زوجي أو فردي أو حتى كسر tanلا يھم كون أس الـ ( ݔ
sec௠ـ من ال اثنان نسحب                  tanଶو نحول الباقي إلى  ݔ secଶ بالقانون ݔ ݔ = 1 + tanଶ   ݔ

 :مثال  

secସھنا ا لـ   1 න  ) 4(  زوجيأس  ذات   ݔ tanଷ ݔ secସ ݔ  ݔ݀

secଶتم سحب   2 secସمن    ݔ secଶ  فتصبح  ݔ න  ݔ tanଷ ݔ  secଶ ݔ ∙ secଶ ݔ  ݔ݀

secଶتم تحويل    3 ሺ1إلي   ݔ + tanଶ ሻ  නݔ tanଷ ݔ  ሺ1 + tanଶ ሻݔ ∙ secଶ ݔ  ݔ݀

ݐ  استخدم التعويض   4 = tan  ݔ

ݐ݀  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ   5 = secଶ ݔ  ݔ݀

න  3عوض في التكامل الناتج من الخطوة رقم   6 ଷሺ1ݐ + ଶሻݐ  ∙  ݐ݀

  ملحوظات                                
sec  إذا كان الـ     -1                               ولا يتبقى شيئا ݔ݀خذھا كلھا مع  2مرفوعة للأس  ݔ

               secସ ݔ = ሺsecଶ ሻଶݔ = ሺ1 + tanଶ   – ሻଶ                         2ݔ

׬    على التكاملات مثل   تسريھذه الطريقة    -3                             secସ ݔ ݔ݀   , ׬ tanయమ ݔ secଶ ݔ   أيضا  ݔ݀ 
 

   الثانيةالحالة 
tan تحتوي على         tan௡      على الصورة  فردي مرفوع لأس ݔ ݔ sec௠          )زوجي أو فردي أو حتى كسر secلا يھم كون أس الـ ( ݔ
secواحدة من الـنسحب          tan  و واحدة من الـ    ݔ tan ونحول باقي الـݔ secإلي  ݔ tanଶ بالقانون ݔ ݔ = secଶ ݔ − 1  
 :مثال  

tanଷھنا ا لـ  1 න  ) 3(  فرديأس  ذات    ݔ tanଷ ݔ  secଷ ݔ  ݔ݀

tanتم سحب  2 ݔ sec tanଷمن    ݔ ݔ secଷ   ݔ
tanଶ  فتصبح  ݔ secଶ න  ݔ tanଶ ݔ  secଶ ݔ ∙ tan ݔ sec ݔ  ݔ݀

tanଶتم تحويل   3 ሺsecଶإلي   ݔ ݔ − 1ሻ  නሺsecଶ ݔ − 1ሻ secଶ ݔ tan ݔ sec ݔ  ݔ݀

ݐ  استخدم التعويض  4 = sec  ݔ

ݐ݀  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ  5 = tan ݔ sec ݔ  ݔ݀

ଶݐනሺ  3عوض في التكامل الناتج من الخطوة رقم  6 − 1ሻ ݐଶ݀ݐ 

  ملحوظات                                
               tanସ ݔ = ሺtanଶ ሻଶݔ = ሺsecଶ ݔ − 1ሻଶ          –  1                 

׬    على التكاملات مثل   تسريھذه الطريقة    -2                             tanଷ ݔ sec ݔ  أيضا  ݔ݀ 
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cscملات تحتوي على اتك ثالثا ݔ , cot  ݔ
  الحالة الأولى 

cscتحتوي على         cot௡    على الصورة    زوجي مرفوع لأس  ݔ ݔ csc௠   )زوجي أو فردي أو حتى كسر cotلا يھم كون أس الـ ( ݔ
csc௠نسحب اثنان  من الـ                  cotଶو نحول الباقي إلى  ݔ cscଶ بالقانون ݔ ݔ = 1 + cotଶ   ݔ

 :مثال  

cscସھنا ا لـ   1 න  ) 4(  زوجيأس  ذات   ݔ cotହ ݔ cscସ ݔ  ݔ݀

secଶتم سحب   2 cscସمن    ݔ cscଶ  فتصبح  ݔ න  ݔ cotହ ݔ  cscଶ ݔ ∙ cscଶ ݔ  ݔ݀

cscଶتم تحويل    3 ሺ1إلي   ݔ + cotଶ ሻ  නݔ cotହ ݔ  ሺ1 + cotଶ ሻݔ ∙ cscଶ ݔ  ݔ݀

ݐ  استخدم التعويض   4 = cot  ݔ

ݐ݀          ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ   5 = − cscଶ ݔ ݐ݀− ݔ݀ = cscଶ ݔ  ݔ݀

−  3عوض في التكامل الناتج من الخطوة رقم   6 න ହሺ1ݐ + ଶሻݐ  ∙  ݐ݀

  ملحوظات                                
csc  إذا كان الـ     -1                               ولا يتبقى شيئا ݔ݀خذھا كلھا مع  2مرفوعة للأس  ݔ

               cscସ ݔ = ሺcscଶ ሻଶݔ = ሺ1 + cotଶ   – ሻଶ                         2ݔ

׬    على التكاملات مثل   تسريھذه الطريقة    -3                             cscସ ݔ ݔ݀   , ׬ cotయమ ݔ cscଶ ݔ   أيضا  ݔ݀ 
 

  الثانيةالحالة        
cot تحتوي على  cot௡      على الصورةفردي   مرفوع لأس ݔ ݔ csc௠ )                 زوجي أو فردي أو حتى كسر cscلا يھم كون أس الـ ( ݔ

cscواحدة من الـنسحب  cot  و واحدة من الـ    ݔ cot ونحول باقي الـݔ cscإلي  ݔ cotଶ بالقانون ݔ ݔ = cscଶ ݔ − 1 
 :مثال  

cotଷھنا ا لـ  1 න  ) 3(  فرديأس  ذات    ݔ cotଷ ݔ  cscଷଶ ݔ  ݔ݀

cotتم سحب  2 ݔ csc cotଷمن    ݔ ݔ cscయమ    ݔ
cotଶ  فتصبح  ݔ cscభమ   ݔ

න cotଶ ݔ  cscଵଶ ݔ ∙ cot ݔ csc ݔ  ݔ݀

cotଶتم تحويل   3 ሺcscଶإلي   ݔ ݔ − 1ሻ  නሺcscଶ ݔ − 1ሻ cscଵଶ ݔ cot ݔ csc ݔ  ݔ݀

ݐ  استخدم التعويض  4 = csc  ݔ

ݐ݀  ݐ݀ثم اشتق لتحصل على الـ  5 = − cot ݔ csc ݔ ݐ݀− ݔ݀ = cot ݔ csc ݔ  ݔ݀

−  3عوض في التكامل الناتج من الخطوة رقم  6 නሺݐଶ − 1ሻ ݐଵଶ݀ݐ 

  ملحوظات                                
               cotସ ݔ = ሺcotଶ ሻଶݔ = ሺcscଶ ݔ − 1ሻଶ          –  1                 

׬    على التكاملات مثل   تسريھذه الطريقة    -2                             cotଷ ݔ csc ݔ  أيضا  ݔ݀ 
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  ملحوظة
  اجعل التكامل يحتوي على النسب المثلثية التي تناسب بعضھا البعض يعني التكامل يحتوي على

 ሺsin ݔ  , cos ሺsecفقط أو  ሻݔ ݔ  , tan ሺcscفقط أو  ሻݔ ݔ  , cot   فقط ሻݔ
  مستعينا بالقوانين الآتية

sin ݔ cos ݔ = 12 sin  ݔ2
 cos ݔ sec ݔ = 1 cosଶ ݔ − sinଶ ݔ = cos ݔ2  sin ݔ csc ݔ = 1 cosଶ ݔ + sinଶ ݔ = 1  tan ݔ cot ݔ = 1 

 

cosଶ ݔ = 12 ሺ1 + cos ሻ sinଶݔ2 ݔ = 12 ሺ1 − cos  ሻݔ2

 

sin ݔ cot ݔ = cos cos ݔ ݔ tan ݔ = sin  ݔ

 

1 + cotଶ ݔ = cscଶ 1 ݔ + tanଶ ݔ = secଶ  ݔ

  
  

  تكاملات مشھورة
  

න sinଶ ݔ ݔ݀ = න 12 ሺ1 − cos ݔሻ݀ݔ2 = 12 ൬ݔ − 12 sin ൰ݔ2 + ܿ 

න cosଶ ݔ ݔ݀ = න 12 ሺ1 + cos ݔሻ݀ݔ2 = 12 ൬ݔ + 12 sin ൰ݔ2 + ܿ 

න tanଶ ݔ ݔ݀  = නሺsecଶ ݔ − 1ሻ݀ݔ = tan ݔ −  ݔ

න cotଶ ݔ ݔ݀  = නሺcscଶ ݔ − 1ሻ݀ݔ = − cot ݔ −  ݔ
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Trigonometric Substitutions 
ඥܽଶ  إذا احتوى التكامل على أحد الجذور الآتية     − ଶ    ,   ඥܽଶݔ + ଶݔଶ   ,   ඥݔ − ܽଶ 

  Trigonometric Substitutionsيكون التكامل بطريقة   
 

  الحالة الأولى 
Expression in integrand ඥܽଶ −  ଶݔ

Trigonometric substitution 

ݔ = ܽ sin ݔ݀ ߠ = ܽ cos ߠ  ߠ݀  

sin ߠ = ݔܽ
 

 

ߠ = sinିଵ ቀܽݔቁ 

EXAMPLE 

ܫ = න 5√ݔ2 − ଶݔ   ݔ݀

ݔ = √5 sin ݔ݀ ߠ = √5 cos ߠ  ߠ݀  

sin ߠ =  5√ݔ
 

ߠ = sinିଵ ൬  5൰√ݔ

ܫ = න 2√5 sin ߠ ට5 − ൫√5 sin ൯ଶߠ √5 cos ߠ  ߠ݀

    = න 2 cos sinߠ ߠ √5 − 5 sinଶ ߠ  ߠ݀   

    = න 2 cos sin  ߠ ߠ √5√1 − sinଶ ߠ  ߠ݀ 

     = 2√5 න cos sin  ߠ ߠ √cosଶ ߠ ߠ݀  = 2√5 න cos sin  ߠ ߠ cos ߠ  ߠ݀ 

    = 2√5 න csc ߠ ߠ݀ = ln|csc ߠ − cot  |ߠ
      = 2√5 ln ቤ√5ݔ − √5 − ݔଶݔ ቤ +  ܥ

 

 

ݔ  ܽ   
ඥܽଶ −  ଶݔ

θ 

ݔ  5√   
ඥ5 −  ଶθݔ
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  الحالة الثانية
Expression in integrand ඥܽଶ + ଶݔ & ඥݔଶ + ܽଶ 

Trigonometric substitution 

ݔ = ܽ tan ݔ݀ ߠ = ܽ secଶ ߠ  ߠ݀ 

tan ߠ = ݔܽ
 

 

ߠ = tanିଵ ቀܽݔቁ 

EXAMPLE 

ܫ = න 1√9 + ଶݔ ݔ  ݔ݀ = 3 tan ݔ݀ ߠ = 3 secଶ ߠ  ߠ݀ 

tan ߠ =  3ݔ
 

ߠ = tanିଵ ቀ3ݔቁ 

ܫ = න 1ඥ9 + ሺ3 tan ሻଶߠ 3 secଶ ߠ  ߠ݀

     = න 3 secଶ 9√ߠ + 9 tanଶ ߠ ߠ݀    = න 3 secଶ 1√3  ߠ + tanଶ ߠ  ߠ݀ 

 

     = න secଶ secଶ√  ߠ ߠ ߠ݀  = න secଶ sec  ߠ ߠ ߠ݀  = න sec ߠ  ߠ݀

       = ln|sec ߠ + tan |ߠ +  ܥ

 

= ln ቤ √9 + ଶ3ݔ + ቤ  3ݔ +  ܥ

 

 

   ܽ  

ඥܽଶݔ +  ଶ θݔ

   3  

ඥ9ݔ +  ଶ θݔ
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  الحالة الثالثة
Expression in integrand ඥݔଶ − ܽଶ  

Trigonometric substitution 

ݔ = ܽ sec ߠ ݔ݀ = ܽ sec ߠ tan ߠ ߠ݀
sec ߠ = ݔܽ

 

ߠ = secିଵ ቀܽݔቁ 

EXAMPLE 

ܫ = න ଶݔ√1 − 4 ݔ  ݔ݀ = 2 sec ߠ ݔ݀ = 2 sec ߠ tan ߠ ߠ݀
sec ߠ =  2ݔ

 

ߠ = secିଵ ቀ2ݔቁ 

ܫ = න 1ඥሺ2 sec ሻଶߠ − 4 2 sec ߠ tan ߠ  ߠ݀

    = න 2 sec ߠ tan 4√ߠ secଶ ߠ − 4  ߠ݀   

      = න 2 sec ߠ tan secଶ√2  ߠ ߠ − 1 ߠ݀  = න 2 sec ߠ tan tanଶ√2  ߠ ߠ  ߠ݀ 

      =  න 2 sec ߠ tan 2  ߠ tan ݔ ߠ݀  = න sec ߠ =       ߠ݀ ln|sec ߠ + tan |ߠ +  ܥ

      = ln ቤ 2ݔ + ଶݔ√ − 42 ቤ +  ܥ

  
   

 

 

   ܽ  

ଶݔඥ ݔ − ܽଶθ 

   2  

ଶݔඥ ݔ − 4θ 
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Quadratic Expressions 
ଶݔ كيف تحول المقدار الثلاثي إلي مربع كامل − ݔ6 − ଶݔሺ   موجبة ଶݔ: الحالة الأولى  7 − ሻ         ݔ6 − ,ଶݔضع   7 ଶݔሺ  1  في قوس مع ترك فراغ في القوس كما ھو مبين  ݔ6− − ݔ6 + 9 ሻ − ଶݔሺ  2 ثم ربع الناتج وضعه في الفراغ 2على   ݔاقسم معامل  7 − ݔ6 + 9 ሻ − 7 − ݔሺ  3 ضع نفس العدد بإشارة سالب خارج القوس 9 − 3ሻଶ −   "الكل تربيع جذر الأخيرثم  إشارة الأوسط ثم جذر الأول" حلل القوس مربع كامل  16

  4 ثم اجمع العددين خارج القوس 

 
9 كيف تحول المقدار الثلاثي إلي مربع كامل − ݔ8 −    سالبة ଶݔ:  ثانيةالحالة ال ଶݔ

9        − ሺݔଶ −  ሻ         ݔ8
  ضع العدد أولا ثم أترك مسافة وخذ إشارة سالب 

,ଶݔثم افتح قوس وضع  في قوس بإشارة مخالفة مع ترك فراغ في القوس   ݔ8−
  كما ھو مبين

1  

9          − ሺݔଶ − ݔ8 + 16ሻ  9  2  ثم ربع الناتج وضعه في الفراغ 2على   ݔاقسم معامل + 16 − ሺݔଶ − ݔ8 + 16ሻ 3 ضع نفس العدد بإشارة موجب خارج القوس  

25 − ሺݔ − 4ሻଶ 
   ثم اجمع العددين خارج القوس

  "الكل تربيع جذر الأخيرثم  إشارة الأوسط ثم جذر الأول" حلل القوس مربع كامل 
  

4  

 

ܫ Quadratic Expressionsكيف تحل مسألة   = න 1ሺݔ − 2ሻ√ݔଶ − ݔ4 + 3 ,ଶݔنلاحظ في ھذه المسألة وجود  ݔ݀ ଶݔ 1  تحت الجذر ولذلك نكمل المربع ݔ − ݔ4 + 3 = ሺݔଶ − ݔ4 + 4ሻ + 3 − 4 = ሺݔ − 2ሻଶ − 1 
كمل المربع كما سبق في الجدول الأول 2 

ܫ = න 1ሺݔ − 2ሻඥሺݔ − 2ሻଶ − 1 فيصبح التكامل ݔ݀ 3 

ݔ − 2 = استخدم التعويض ݐ ݔ݀ 4 = ܫ 5  ݐ݀اشتق لتحصل على  ݐ݀ = න ଶݐ√ݐ1 − 1 ݔ݀ =  secିଵ ݐ +  6  يصبح التكامل ܿ

ܫ = secିଵሺݔ − 2ሻ +  7  مرة أخرى  ݐ  عوض عن  ܿ
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Integrals of Rational Function 

  القسمة المطولة 

  كيف تقسم قسمة مطولة

ଷݔ   − ݔ3 + ݔ6 − 2  

1  
 الترتيب

  ضع الحدود بترتيب تنازلي من حيث الأس 
  "ଶݔفتركنا فراغ مكان الـ  ଶݔلا يوجد" الغائب و اترك فراغ للأس 

632 3 +−− xxx  

2  
  قسمة

ଷݔيعني " قسمة الأول على الأول فقط   ÷   " فقط ݔ
  وضع الناتج فوق

2

3 632
x

xxx +−−  

  ضرب  3
  أضرب ناتج القسمة في المقسوم علية وضع ناتج الضرب أسفل المقسوم

2

23

3

2
632

x

xx
xxx

−

+−−  

  تغير أشارات  4
  "الموجب يصير سالب و العكس " غير إشارات ناتج الضرب 

2

23

3

2

632
x

xx

xxx
+−
−

+−−  

  الجمع  5
  اجمع واضعا في اعتبارك الإشارات الجديدة

2

2

23

3

6320

2

632
x

xx

xx

xxx

+−+

−

+−−
+−

  

6  
  تكرار

  حتى يصبح درجة ناتج الجمع أقل من 5إلي  1كرر الخطوات من 
  درجة المقسوم علية

12

8

2

60

42

6320

2

632

2

2

2

23

3

++

−

++

−

+−+

−

+−−

+

+−

+−

xx

x

x

xx

xx

xx

xxx

  

ଷݔ − ݔ3 + ݔ6 − 2 = ଶݔ + ݔ2 + 1 + ݔ8 − 2 
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PARTIAL FRACTION 

RATIONAL FUNCTION PARTIAL FRACTION 

ݔሺݔ2 + 2ሻሺݔ − 5ሻ 
ݔܣ + 2 + ݔܤ − 5 

ଶݔ3 − 1ሺݔ − 7ሻሺݔ + 3ሻଶ 
ݔܣ − 7 + ݔܤ + 3 + ݔሺܥ + 3ሻଶ 

ݔ − 1ሺݔ + 4ሻሺݔଶ + 5ሻ 
ݔܣ + 4 + ݔܤ + ଶݔܥ + 5  

ݔ + 2ሺݔ − 1ሻଶሺݔଶ + 7ሻ ݔܣ − 1 + ݔሺܤ − 1ሻଶ + ݔܥ + ଶݔܦ + 7  
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Rational Function 
 كسر بسط ومقام

يجب أن يكون درجة البسط أقل من درجة 
المقام وإذا لم يكن كذلك أستخدم طريقة   

  القسمة المطولة

න secଶ 1ݔ + tan ݔ = ݔ݀ ln|1 + tan |ݔ + ܿ 

  مشتقة المقام= البسط 

ห ܾଶ المقامlnหيكون التكامل يساوي  − 4ܽܿ < 0 

න ଶݔ1 − ݔ6 + 10  ݔ݀

= න 1ሺݔ − 3ሻଶ + 1  ݔ݀

= tanିଵሺݔ − 3ሻ + ܿ 

  المقام لا يمكن تحليله

 المقام يمكن تحليله  إكمال المربع استخدم طريقة

  استخدم طريقة

Partial Fraction 
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 الجذور العليا
The high Roots න − ݔ √ ݔ൫ ݔ √లݔ√ − య ݔ √  ൯  ݔ݀

  وطريقة حله كالتالي" الجذر السادس و الجذر الثالث و الجذر الثاني " يوجد أكثر من جذر في ھذه المسألة 

  EXAMPLE  الخطوات  

  6  نختار أكبر جذر في المسألة ونحدد دليل الجذر   1

ݔنفرض أن   2 = الأولى൫ݑ  ൯العدد الذي اخترناه في الخطوة

  2على   ݑيعني نقسم أس الـ    ݔنوجد الجذر الثاني لـ   3

  6على   ݑيعني نقسم أس الـ    ݔنوجد الجذر السادس لـ   4

  3على   ݑيعني نقسم أس الـ    ݔنوجد الجذر الثالث لـ   5

 ݔ݀لنحصل على  2نشتق المعادلة في الخطوة   6

  في المسألة الأصلية"  6:2الخطوات من " نعوض بكل ما سبق  7
න − ݔ √ ݔ൫ ݔ √లݔ√ − య ݔ √  ൯  ݔ݀

= න ଷݑ − ଺ݑଷሺݑݑ − ଶሻݑ   ݑ5݀ݑ6

   اختصر  8

   ينتج من التعويض و الاختصار كسر بسط و مقام يخضع لحالة من الثلاث حالات  8
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